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ENGINEERING ANALYSIS 
 

we begin our studying ordinary differential equations (ODEs) by 

deriving them from physical or other problems (modeling), solving 

them by standard methods, and interpreting solutions  in terms of a 

given problem. We begin with the simplest ODEs, called ODEs of 

the first order because they involve only the first derivative of the 

unknown function, no higher derivatives. Our usual notation for the 

unknown function will be y(x), or y(t) if the independent variable is 

time t. 

 

Modeling 
 
     If we want to solve an engineering problem (usually of physical 

nature), we first have to formulate the problem as a mathematical 

expression in terms of variables, functions, equations . Such an 

expression is known as a mathematical model of the given problem. 

The process of setting up a model, solving it mathematically, and 

interpreting the result in physical or other terms is called 

mathematical modeling or, briefly, modeling. We shall illustrate this 

process by FOLLOWING examples and problems.  

 

An ordinary differential equation (ODE) is an equation that 
contains one or several derivatives of an unknown function, which we 
usually call y(x) (or sometimes y(t) if the independent variable is time 
t). The equation may also contain y itself, known functions of x (or t), 
and constants. For example, 
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               (a) y= cos x, 
               (b) y  + 9y = 0, 
 

An ODE is said to be of order n if the nth derivative of the unknown 
function y is the highest derivative of y in the equation. The concept 
of order gives a useful classification into ODEs of first order, second 
order, and so on. Thus, (a) is of first order, (b) of second. 
 
 

1- Application "first order differential equation" 
  ذوبان الاملاح في المحاليل  -1

  امة المستخدمة لحساب آمية الملح داخل الحوض ان المعادلة الع
  

outoutinin CQCQ
dt

dw
  

  tآمية الملح داخل الحوض في فترة زمنية : w  حيث ان 

           inQ =   التصريف الداخل الى الحوض  :
time

volume  

           inC :لمحلول الداخل الى الحوضترآيز الملح ل  =
volume

mass  

          outC :ترآيز الملح للمحلول الخارج من الحوض  
         Qout:التصريف الخارج من  الحوض  

                                          
tQQv

w
C

outin
out )( 

  
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Example 1 
         The tank in Fig. 1 contains 1000 gal of water in which initially 
100 lb of salt is dissolved. Brine runs in at a rate of 10 gal/min, and 
each gallon contains 5 lb of dissolved salt. The mixture in the tank is 
kept uniform by stirring. Brine runs out at 10 gal/min. Find the 
amount of salt in the tank at any time t. 

 
Solution. Step 1. Setting up a model. Let w(t) denote the amount of 
salt in the tank at time t.  

        gallb
v

w
C /1.0

1000

100
0         Initial condition 

        gallb
v

w
Cin /005.0

1000

5
  

         outoutinin CQCQ
dt

dw
  

          1000
*10005.0*10

w

dt

dw
  =   1000

1050 w
 

           1000

1050 w

dt

dw 
  

Step 2. Solution of the model. is separable. Separation, integration, 
and taking exponents on both sides give: 
 

1000

1050 w

dt

dw 
  

10001050

dt

w

dw


   

inQ  

outQ  
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Integrate both sides we get: 

 
 10001050

dt

w

dw  

 
ln )1050( w =   ct 001.0  

ctew  001.050    =      
tek 001.0

       
tekw 001.050      ------------------------(1) 

 
To find the constant k use the boundary condition: 
At time    t   =   0 ,     gallbC /1.00  . 

lbwo 100   Substitute in equation 1 
 

50

10050




k

K
 

 
 General equation is :   

  
tew 001.05050  =    )1(50 001.0 te  

The amount of salt at any time is: 
 

      )1(50 001.0 tew   

 
 
 
Leaking Tank. Outflow of Water Through a Hole 
(Torricelli’s Law): 
 
 
اذا آان لديك خزان مملوء بالماء  وآان الخزان يحتوي علѧى ثقѧب فѧان المѧاء يبѧدأ بالتسѧرب       
خѧѧلال الѧѧزمن وبمѧѧرور الѧѧزمن عمѧѧق المѧѧاء سѧѧوف يبѧѧدأ بالنقصѧѧان لѧѧذلك قѧѧام تورشѧѧلي بوضѧѧع   

  .   معادلة يمكن من خلالها حساب مقدار ارتفاع الماء داخل الخزان وفي ازمان مختلفة
  :هي آالاتي  المعادلة العامة لتورشلي

outin QQ
dt

dy
yA )(      

)(:حيث ان  yA   عند عمق تمثل مساحة الشريحةy  
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inQ  التصريف الداخل الى الحوض :
 
 Qout : آمية الملح الخارج من الحوض في فترةt  

 

ygrcdQout 2** 2  
cd    :لتخصر ويعتمد على مادة الخزان ويؤخذ عادة معامل ا = 

r    : نصف قطر الفتحة التي يتسرب منها الماء  
g    : تعجيل ارضي  
y    :بعد الشريحة عن الفتحة التي يتسرب منها الماء  
  

E X A M P L E 2 
This is another prototype engineering problem that leads to an ODE. 
It concerns the outflow of water from a cylindrical tank with a hole at 
the bottom (Fig. 2). A cylindrical tank with the radius of  2 m, the 
hole has diameter 2 cm, and the initial height of the water when the 
hole is opened is 4 m. Find a)Depth of water at any time b) The time 
for the water needed to reach (1m) c) The time to empty the tank?  
 
 
 

 
 
          Fig. 2 
 
 
 

4 m 

R=  2 m 
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Solution: 

outin QQ
dt

dy
yA )(  

22 4)2()( myA     

ygrcdQout 2** 2  
 

y
dt

dy
*8.9*2)

100

1
(**104 2   

 







dt
y

dy

dt
y

dy

4

4

10*427.4

4

10*427.404

 

 

  dtdyy 5.046.9035  

 

ct
y


5.0

46.9035 5.0

 

 
  

        boundary conditionيجب استخدام ال    c لايجاد قيمة الثابت 
     y= H = 4 m                                  at t = 0 
 
 

 
 

 
C =  36141.857 

 
 

لايجاد الزمن الذي يصبح فيه عمق الماء داخل الخزان واحد 
  متر

  
sec957.18070 t  

 
To find the time required to empty the tank is : 

sec857.36141 t  
 

cty 9.18070

c 049.18070

857.361419.18070  ty

857.3614119.18070  t

857.3614109.18070  t
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SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATION WITH VARIABLE 
COEFFICIEWNTS 
 

  :طريقة خاصة وطريقة عامة وآما هو مبين ادناه. لهذا النوع من المعادلات هناك طريقتين للحل 
ذات المعاملات المتغيرة با  استخدامها مع المعادلات التفاضلية من الدرجة الثانية ويتم : الطريقة الخاصة

    Cauchy equation  or Euller)  استعمال 
equation             

  وللحل بهذه الطريقة يجب توفر الشروط التالية
  يجب ان تكون درجة الاسس للمعامل بنفس  درجة المشتقة المضروب بها

                    

                         02  cyyBxyAx  
  :طريقة الحل  

mxy    نفرض  - 1     حيث انm   مجهولة وهو ثابت ثم نجد المشتقات المطلوبة وتعويضها في
  . mxالمعادلة المعطاة وتقسم الناتج على 

  .ثم نجد قيمتها  mبدلالة المعادلة الناتجة تكون  - 2
21في حالة جذور مختلفة وحقيقية  - ا     mm   

                  21
21

mm
h xcxcy   

 
      

  في حالة الجذور مختلفة وخيالية  - ب    
im  2,1  

                                  
              )lncoslnsin( 21 xcxcxyh    

  
  في حالة الجذور الحقيقية متطابقة   -ج  

  mmm  21   
m

h xxccy )ln( 21   
 

فѧي هѧذه الحالѧة      xبѧدلا مѧن      x-a  )(   في بعض الاحيان يتحقق الشرط اعلاه حول الاساس :   ملاحظة 
  (  x-a  ):        نضع      xنتبع نفس الخطوات اعلاه وبدلا من 

21 )()( 21
mm

h axcaxcy   
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Example: 
 Solve second order differential equation 
                           ( 06)1(5)122  yyxyxx ) 
 
 
 Solution: 
                  Let : 

2

1

)2)(1(

)1(

)1(











m

m

m

mmmy

xmy

xy

 

Substitute in the original equation  

    06)1(5)122  yyxyxx                                    

   06)1(5)1( 2  yyxyx  
0)1(6)1)()(1(5)1()1)(1( 122   mmm xxmxxxmm  

 
0)1(6)1)((5)1)(1(  mmm xxmxmm   

mx نقسم المعادلة على  )1(   
 

im

m

mm

mmm

mmm

22

2

6*1*4164

064

065

065)1(

2,1

2,1

2

2
















 

 
))1ln(2cos)1ln(2sin()1( 21

2  xcxcxyh  
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  :ثانيا الطريقة العامة 
SOLUTION OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATION BY 
FROBENIUS METHOD (POWER SERIES) 
 

   
جة الثانية التي تحل بهذه الطريقة ان الصيغة العامة للمعادلات التفاضلية من الدر  
0)()()( 321  yxFyxFyxF  

  نفرض الاتي -1

 





n

n

rnxany
0

  

  
  نجد آل  من  -2
  

yyyويتم تعويض آل من     في المعادلة التفاضلية من الدرجة الثانية    ,,
  لص من للتخ   n= 0ناخذ معاملات اصغر اس بعد التعويض ونعوض  بقيمة  -3

21نحصل على جذرين  , rr  
  :هناك ثلاث حالات 

Case 1  
       If    egernotrrrr int2121   
Case 2  
       If     21 rr   
Case 3  
        If     Integerrrrr 2121   

     1yيتم ايجاد المتوالية -4







n

n

rnanxy
0

1
1  

  بالاعتماد على الحالات الثلاثة المذآورة سابقا    2yيتم ايجاد المتوالية  -5
Case 1- 
 







n

n

rn
n xby

0
2

2  













2

1

)1)((

)(

rn

rn

xrnrnany

xrnany



 
 
 
 

10

  
Case 2-  

           
familiarnotisyIfxbxyAy

familiarisyIfyy

rn
n 112

112

2ln  



 

 
 

 
)(

)(
)(

1

2
2
1

)(

xf

xf
xp

y

e
dxxp




 


 

 
Case 3  

           





n

n

rn
n xby

0
2

2      if nb   can be found as na  

 
familiarnotisyIfxbxyAy

familiarisyIfyy

rn
n 112

112

2ln  



 

 
 
Example : 
Solve the following second order differential equation by Frobenius 
(power series) :- 
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SYSTEM OF SIMULTANEOUS LINEAR DIFFERENTIAL 
EQUATION 

بسط ( وهي المعادلات التي تحوي على اآثر من متغير تابع :  المعادلات التفاضلية الانية 
  - :وان طريقة الحل با اتباع المثال التالي) مقام المشتقة( ومتغير مستقل ) المشتقة

Example: 
Solve the following differential equations: 

20_3

142

2

2





y
dt

yd
x

dt

dx

eyx
dt

dy

dt

dx t

 

 
Solution: 

     Dاولا نحول المشتقة الى صيغة 

dt

d
D      

2

2
2

dt

d
D   

  :وآالاتي )  2و  1(نعوض في المعادلات المعطاة 
  

403

342
2 



yyDxDx

eyxDyDx t

  

  
نرتب المعادلة بحيث آل متغير تابع يصبح في جهة اليسار والثوابت  في جهة اليمين : ثانيا 

  :وآالاتي 
  

03

42
2 



yyDxDx

eyDyxDx t

 

 
 :نستخرج العامل المشترك وآالاتي : ثالثا 

60)1()3(

5)1()42(
2 



yDxD

eyDxD t

 

  :نرتب المعادلات بشكل مصفوفة وآما يلي   


















0

te

y

x













13

142
2DD

DD
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والتي تم شرحها في الصف الثاني    Grammerنحل هذه المعادلات بطريقة آريمر : رابعا 
:  

D

yD
y

D

xD
X








  

 

13

142

10

1

2

2










DD

DD

D

De

x

t

                        

13

142

03

42

2 







DD

DD

D

eD

y

t

 

 
 

152

2

152

324242

2323

223

2














DD

e

DD

ee
x

DDDDD

eeD
x

ttt

tt

 

 
 

84)152(

72)152(

152

4

152

3

152

3

23

23

23233



















t

t

ttttt

eyDD

exDD

DD

e

DD

ee

DD

eDe
y

 

 
وبحل آل من       yبدلالة      8  ومعادلة      x   بدلالة    7اصبحت المعادلة  
وآما نجد من معادلة xh and xp   آل من    7ن معادلة ونجد م   8ومعادلة        7معادلة 

  .yh, ypآل من    8
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  :ومن التطبيقات على المعادلات الخطية التفاضلية هي 
1- spring mass system as shown in following example : 
 

  
  

  

  
  

  
  

  
  

تم ايجاد آل من ويتم استخدام الطريقة التي تم ذآرها لحل هذه المعادلات حيث ي    21 , xx  
  

    
2- The amount of the salt in a tank for more  than one  tank 
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Example : 
                 Find the amount of salt in tank (A) and tank (B) with 
respect to time (as a home work). 
 
 
 

  
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Tank A   Tank B  

V= 100 gal  
C0= 0 
C(10)= 2/3   lb/gal 

V= 50 gal  
C0= 2 lb/gal 
C(10)= 1.2    lb/gal 
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Note : 

  
 

 
 
 
  
 
 
 
Application: 
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Half range  series: 
    Some time a function of period 2  is defined over the range 0 to   
2 ,    instead  to ,     or to   2 .    We have a choice to proceed. 

1- Even function 
 

 
For  Even function  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 Even function 
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For odd function: 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
Odd function  
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For half range cosine  expansion(will be even so bn =0and we 
have to find a0 and an ) 

 

 
 
For half range sine expansion ( will be odd function and a0 and an  =0 
we have to find bn ) 

 
 

 
 

 
 
  
 

  



 
 
 
 

27
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Substitute the above equation in the original equation  
 

  
Divide both side by XT, we get  
 

  
  

  
  

This mean that both sides equal constant  

  
  

  
Solving the above two equations will  gives the following equations: 

  

  
  

To find A, B and C use the boundary condition; 
u(0,t)  = u1     and      u(l,t)=u2 
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For different time  

  

  
  
  

The heat will change at different time steps and as example , different 
time steps were choice :t= 0.2 , 1 and 12  
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  هندسة البناء والانشاءات / التحليلات الهندسية والطرق العددية
  توصيف المفردات 

هندسة 
  البناء

  لتحليلات الهندسية والطرق العددية ا

  توصيف المادة  ت
: تطبيقات هندسية للمعادلات التفاضلية الاعتيادية من الدرجة الاولى والثانية   1

، الاهتزازات الميكانيكية، التصريف في الخزانات، ترآيز الاملاح في الخزانات 
  قوانين نيوتن للحرآة

  تطبيقات هندسية ، لمعادلات بطريقة آرايمر حل ا: المعادلات التفاضلية الانية   2
حل المعادلات ، المعادلات التفاضلية من الدرجة الثانية الخالية من الثوابت   3

  ).طريقة فروبينوس( حل المعادلات بطريقة المتسلسلة الاسية ، بطريقة اويلر 
، فردية الدوال الزوجية وال، معاملات فورير ، الدوال الدورية: متسلسلة فورير   4

  مفكوك نصف المدى
تطبيقات ، حل المعادلات بطريقة فصل المتغيرات: المعادلات التفاضلية الجزئية   5

  معادلة التوزيع الحراري ، هندسية حول معادلة الموجة 
  (matrix inversion)حل المعادلات الاعتيادية الانية بطريقة : المصفوفات   6

  وردن وبطريقة آاوس سيدل ج–بطريقة الحذف آاوس بطريقة آاوس 
 طريقة لاآرنج، الفروقات المقسمة ، جدول الفروقات ، مقدمة في الطرق العددية   7
  طريقة لاآرنج، طريقة نيوتن ، التداخل العددي طريقة نيوتن آريكوري   8
 Gaussianطريقة ، طريقة شبه المنحرف وطريقة سمبسون : التكامل العددي   9

quadrate  
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